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definizione

EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Una identitad goniometrica € una uguaglianza fra
espressioni, contenente funzioni goniometriche di uno
o piu angoli, verificata per qualsiasi valore attribuito
agli angoli (esclusi quelli per 1 quali le espressioni
perdono di significato).

Per verificare un'identita goniometrica, si
POSSONO seguire fre metodi.



ESERCIZI

Primo Metodo - Trasformare il 1° membro e renderlo
identico al 2° membro

Verificare la seguente identita: 1
190+ ctgoL =

coSa - sena




Secondo Metodo - Trasformare il 2° membro e renderlo
identicoal 1° membro

Verificare la seguente identita:

4 = (tga + ctga)2 — (tga — ctgoc)2 con Q = k%




Terzo Metodo - Trasformare entrambi i membri per
oftenere due espressioni identiche

Verificare la seguente identita:

sen” (7w — o)+ sen’ (% + a) =sec’ (27w —a)—ctg’ (% - a) con a =2k + 1)%




Verificare la seguente identita:

sec2a+1g2a 1 (450 N a)

)
wn
)
—
0,
N
@)

sec2a—tga




2 2 con tga = -1
sen“a—cos” o 5
——————————————=CO0S a(tga — 1)

(D
Q)
0
-
),
I
O

7T 7T
ossia o= ——+ka vaz=z—+kix
1+1ga 1 >




ctg(w - a)—-cos’ a N tg(—at)

2
> > 1—(sena+ cosa)
cosec’ (—Q) sec” a

0
Q)
0
-
&),
I
O




1 Sec o - coseca

sen2o 2

01Z1219S9

Si procedera alla stessa maniera con |'utilizzo
delle altre formule goniometriche.



definizione

esempio

definizione

EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Un’equazione goniometrica & un'equazione che contiene
almeno una funzione goniometrica dell'incognita.

2cosx—1=0 € un equazione goniomeftrica perché
contfiene la funzione cos Xx.

2xcos(r/4)-1=0 non €& un’ equazione goniometrica
perché non contiene funzioni goniometriche
dell'incognita x. L ~ espressione cos(1/4), che
compare nell’equazione, € una quantita costante.

Le equazione goniometriche elementari sono equazioni
del tipo:

senx=a cosx=b tgx=c cotg=d con (a,b,c,d)ENR



) Risolvere I'equazione:

J3

Senx =a — senx = —

Disegniamo la retta Y=V3/2. Le sue intersezioni con la
circonferenza sono date dai punti B, e B, (entrambi

ordinata pari a V3/2).

B4

_\3
Y=

Poiché il seno di un angolo
rappresenta l'ordinata  del
punto della circonferenza
goniometrica a cui e
associato, allora gli angoli che
hanno seno uguale a V3/2
sono (11/3) e (mr-11/3=211/3).



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

Poiché il seno e una

senx=—3 == X=£+2kn v x=%n+2kn funzione periodica, il
2

3 3 periodo va sempre
indicato nella soluzione.

E le equazioni:
senx=2 e senx=-3/2

che soluzione hanno?@

Poiché -1<senx<l1, allora I'equazione senx=a con a>1 ©
a<-1, non ammette soluzione (impossibile).

In generale

soluzione

{determinata se —1l=sa=<l >x=0+2kn v x=(mw—-a)+2kn
senx =a =

impossibile se a<-10 a>1



metodo alternativo

Disegnare il grafico
della funzione seno e
tracciare su di esso |la
retta y=v3/2.

m/3 100° 217/3 200°

™

La retta interseca la funzione in due punti A e B. Le
ascisse di questi due punti (11/3 e 211/3) sono le soluzioni
dell’equazione:

senx=§ = x=£+2kn Y x=%n+2kn

3



2senx—-1=0 = senx=%

Utilizzando la circonferenza goniometrica, cerchiamo i
= =

punti di ordinata e Una soluzione si ha per x= —-(-—,
: ) et
un’altra per x=1 — —6_ wies .
)
TFe=h

Inoltre, tutti gli angoli che si ottengono da — e — T ag-

6 - 16

giungendo (o sottraendo) 2 e i suoi multipli hanno lo
stesso seno, quindi sono soluzioni dell'equazione.

=£+2th Y x=n—£=§n+2kn
6 6 6




o
S —

L'equazione

Impossibile anche
nei seguenti casi:

senx=-2 senx=3/2

senx=-5/4

Risolvere I'equazione goniometrica:
2senx—4=0 = senx=2

L'equazione € impossibile perché
deve essere -1<senx<1 per qualsiasi
valore di x.

Controlliamo questo risultato
graficamente con la circonferenza
goniometrica. Tracciamo la retta
y=2. La retta disegnata non inconitra
mai la circonferenza goniometrica
e qguesto mostra che non esistono
angoli il cui seno € 2.



wja

XY

- 4 - - w
Per risolvere I'equazione poniamo x —— = y.

6

Otteniamo I'equazione goniometrica ausiliaria in y, che ri-
solviamo nel modo consueto: ‘

V3
SERY =

XA r 2
Le soluzioni sono y = 5 + 2km, Y= ?fn— + 2k,

Sostituiamo i valori trovati per y nell’equazione

gL

) TR risolviamo le due equazioni in x:
(1 1T 7
x——=£—+2/e'n', L ol e Xy 1 e A 1y 1 18
Die Ofcain

L’equazione assegnata ammette le soluzioni:

x=£+2kn Y, x=§n:+2kn:

2 6




Notiamo che il seno non corrisponde ad angoli
particolari, quindi la soluzione la esprimiamo mediante |a
funzione inversa arcoseno:

x=arcsen%+2kn v x=n—§n+2k:t




) Risolvere I'equazione:

1

cosx=b = cosx = —5

Disegniamo la retta X=-1/2. Le sue intersezioni con la
circonferenza sono i punti B, € B, (enframbi ascissa pari a -

1/2).

X
1"

I
|_x

@O~

Y

Poiché il coseno di un angolo
rappresenta  'ascissa  del
punto della circonferenza
goniometrica a cui e
associato, allora gli angoli che
hanno coseno uguale a -1/2

sono (2m1/3) e (-211/3).



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

1 o) Poiché il coseno e una funzione
COSX=—— = x==+*—g+2kn periodica, il periodo va sempre
2 3 indicato nella soluzione.

E le equazioni:
COSX=2 € COSXx=-3/2

che soluzione hanno?@

Poiché -1<cosx<1, allora I'equazione cosx=b con b>1 o
b<-1, non ammette soluzione (impossibile).

In generale

soluzione

determinata se —-1<b<1 > x =+ + 2k

cosx=b =
{impossibile seb<-10b>1



metodo alternativo

Ay=OOSQ

Disegnare il grafico
della funzione coseno
e tracciare su di esso
la retta y=-1/2.

e | o periodo 2«

La retta inferseca la funzione in due punti A e B. Le
ascisse di questi due punti (120° e 240° ) sono le
soluzioni dell’equazione:

cosx=—% = x=(180°-60°)+k360° v x =(180°+60°) + k360°



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo 2cosx — V3 =0

Risolviamo I'equazione rispetto a cos x:

2cosx—V3 =0 — cosx=%.

Sulla circonferenza goniometrica, cerchiamo i punti

di ascissa 5

Una soluzione si ha per x = %, laltra per x = —%.

Tenendo conto che il periodo della funzione coseno
e 27, le soluzioni dell’equazione data, in forma sinte-
tica, sono:

x =+~ + 2k




Ponendo 5x=y, I'equazione diventa elementare:

N 2 soluzione

T
COSy=—— > y=+x—+2km

Sostituendo 1 valori di y in 5x=y, froviomo |a soluzione
dell’equazione:

Sx=y= Sx =27 4 2%km = x=i£+%kn

4 20 5




cosx=2 cosx=-3/2 cosx=5/4 cosx=-1,2

Le equazioni sono impossibili perché deve essere -
1<cosx<1 per qualsiasi valore di x.



) Risolvere I'equazione:

J3
th=C=> tgx=?
YA

v

FTT
V3
3
E

Q

Tenendo presente che la
tangente di un angolo €
I’ordinata del punto
d’'intersezione della retta
tangente in E con la retta OP
che individua I'angolo, allora:

. Tracciamo la retta tangente Iin
E dllo circonferenza e
individuiomo il punto di
ordinata V3/3. La retta OP, che
iInterseca la retta tangente in E
in V3/3, individua I’angolo 11/6.

2. Prolungando OP otteniamo il punto Q, corrispondente
a un secondo angolo 7m/é6 con tangente +3/3,
oftenuto aggiungendo a 11/é il periodo Tr.



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

3 n Poiché la tangente € una funzione
Igx=— = x=—+km periodica, il periodo va sempre
3 6 indicato nella soluzione.

A differenza delle funzioni seno e coseno, la funzione
tangente e determinata per qualungque valore reale di c.

In generale

soluzione

> x=o+kmt

tgx =c = determinataVc €R



metodo alternativo

y =tg x

Disegnare il grafico della
funzione tangente e
tracciare su di esso la
retta y=v3/3.

periodo

Nel periodo (0,mm) della tangente, la retfta interseca la
funzione In un solo punto A. L'ascissa 1/é6 del punto
rappresenta la soluzione dell’equazione:

J3 s
gx=— = x=gn+kﬂ

3



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo I’equazione:

tg(x + %) =\

Poniamo x + % = y.

Otteniamo 'equazione tg y = V3.

Tracciamo la retta tangente alla circonferenza nel punto
A origine degli archi e prendiamo sulla tangente il punto
T di ordinata V3. Tracciata TO, vediamo che al valore

V3 della tangente corrispondono I'angolo % e tutti quel-

T

li che si ottengono da aggiungendo un multiplo di 7.

3
I _ T
Le soluzioni sono y = g k.

- : . T :
Sostituiamo il valore trovato per yin x + = e risol-
viamo 'equazione ottenuta:

xt o=l 4kt - x=—2+ L + kn — x=km.

3 3 23 3
Le soluzioni dell’equazione assegnata sono:

X =K.




PARTICOLARI EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Le seguenti equazioni si risolvono come quelle elementar,
ossia fenendo conto della definizione e della periodicita.

1) Risolvere I’equazione:

seno = seno’

a=a' + 2kt

J Soluzione:

a=o'+2kx vaoa+a'=ag+2knr

3

a+a =1+ 2kt

-
N

j X

Yl
GI
'3
\O

Due angoli hanno
lo stesso seno

quando sono
congruenti o)
supplementari, a

meno di un humero
intero di angoli giro.



d Risolvere I'equazione: Poiché -sena’=sen(-a’) (angoli
seno = —senat’ associati), I'equazione diventa:

sena = sen(-a') —E2L=% > senfB = senp’

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.

O Risolvere I'equazione: Poiché cosa’'=sen(m/2-a’) (seno
seno = cos o e coseno sono uguali quando
gli angoli sono complementari),

I'equazione diventa:

senol = Sen(z — Ol') p=a ﬁ'=(%—a‘)

5 > senf’ = senf’'

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.



d Risolvere I'equazione: Poiché -cosa'=-sen(m/2-a’),
seno = —coso' 'equazione diventa:

)t

seno = —sen(a - - > senf’ = senf’'

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.



2) Risolvere I’equazione:  Soluzione:

forma

|
CoSa =CoSax o=a'+2knva+a =2kr—L2 o =+q'+ 2k

‘
C

3 A

- o son, Due angoli hanno o

Yl
stesso coseno quando
/ sono congruenti
a
Q

a=a + 2k

O Risolvere I'equazione: Poiché cos(m-a)=-cosa (angoli
supplementari  hanno coseni
opposti), I'equazione diventa:

oppure  oppost, a
« meno di un numero
intero di angoli giro.

XV

CosSa =—cos’

B=a pB'=x-o'

cosa =cos(mt—-a') —> cos S =cosf3'

In questo modo ci siamo ricondotti al secondo caso.



3) Risolvere '’equazione: 1 Soluzione:

tga =tga' a=o'+krn
Yl\
- Due angoli hanno Ila sfessa
f vy fangente quando SONo
= o congruenti, a meno di un
A % numero infero di angoli piatti.
0 Risolvere 'equazione: Poiche  fg(-a)=-tga  (angoli
tga = —tgal' associati), I'equazione diventa:

tga =tg(-a') —EL=4— 0B = tgf'

In questo modo ci siamo ricondotti al terzo caso.



ESERCIZI

Risolvere la seguente equazione:
(1 n) (1 :r)
sen| —xX——|=sén| — X ——
2 2 4 4

Poniamo: a=§x—— a'=—x-—

Soluzione = a=a'+2kx v a+a'=ma+2kmx

lx—£=lx—£+2kn Vv lx—£+lx—£=n+2kn

2 2 4 4 2 2 4 4

Svolgiamoicalcoli:  |(x=mx+8kwr v x= %n+§kn




Risolvere la seguente equazione:

JT T
1g|3x+—|=tg|d4x-—
o[oeeF)- o

Poniamo: oa=3x+2 a'=4x-2
7 8
. , JT JT
Soluzione = a=a'+kx =3x+7=4x—§+kn
15

Svolgiamo i calcoli: X=—uwm—kn




ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo le seguenti equazioni:

a) sendx = sen(2x — %)

Poiché sena = sena’ & a = @'+ 2knr Va + o' = m + 2kn e nell’equazione data é a = 4x e

Q' =2x— %, dobbiamo risolvere le due equazioni:
o 4x=2x—%+2k7t = 2x=—%+2k7’t = x=—%+k7t;
o4x+2x—%=7t+2k7t - 6x=%+7‘t+2k7t = 6x=%7t+2k7‘t = x=%7t+k%.

T kT vV x=ln+k%.

In sintesi: x = — 6 9



b) sen(3x + %TC) =— sen<2x — %n)

Per le proprieta degli archi associati —sen @ = sen(— @), quindi riscriviamo I'equazione cosi:

20) - snl-2cs )
sen(3x+57t—sen 2x+47t.

Procediamo in modo analogo a quello dell’equazione precedente. Dobbiamo risolvere le seguenti
equazioni:

. 3x+l7t=—2x+i7r+2k7t — 3x+2x=—£7{+i7r+2k7t —
5 4 5 4
_ —8m+ 157 7 7
— 5x = 20 + 2kt - 5x= —207t+2k7t x = 1007t+ k7t
2 3 2 3
e 3x+=-m—2x+-mT=mw+2kt - 3x—2x=—-—TmT——T+1W+2kT —
5 4 5 4
_ —8m— 15T + 207 __3
- X = 20 + 2kt - x —207z:+2k7t
In sintesi: x—Ln+ anx——in+2k7t

100 20



C) cos6x = cos(x — %)

Tenendo conto che cos@ = cos @’ & a = = @’ + 2kmw, dobbiamo risolvere le seguenti equazioni:

— T - __ T o e =__TC
e 6Xx =x 3+2k7t 557 3+2k7r X 15+ k7r,
_ s . _ T - T
e 6x = x+3+2k7t 7x 3’+2k7t x = 21+ k7t
Insmte31x——E+5k7th—H+7k7t
d) sen(x + %) = cos 3x.

L’equazione si puo trasformare utilizzando gli angoli associati nella seguente:

T _ T _
sen(x+ 4 ) = sen( > 3x).

Si hanno le equazioni: Le soluzioni sono:
T _ T . _ T e — T -
o x+ 4 ) 3x + 2kT; 4x 4 + 2kt V — 2x 4 + 2km, ossia
L [ T —_ T _
ox+4+2 3x = 1w+ 2kT. = 16+k A k.



o ule-2)= 1%

Poiché tga = tga' < a = o’ + km, posta la condizione
T, T 5 T 2 3 6
X—— + 5 +k7t/\6x7é > +kt - x# 37t+k7t/\x7é 57t+k57t,

si ha:

x—£=ix+k7t — x—£x=£+k7t o X =T 4tk - x=7+6kr.

6 6 6 6 6 6

Le soluzioni sono accettabili.

2 ) —_ ( _ 1)
tg<3x+ 5T tg| 2x 4)
: 2 T T , T T T 3 T
Poniamo: 3x+?7t7é7+k7t/\2x— 175 +kt - x# 30 + k 3 Ax# g T+ k 5
Per una delle relazioni fra archi associati, 'equazione ¢ equivalente a:

tg<3x + ln) = tg(— 2x + L)

5 +
Analogamente al caso precedente, dobbiamo risolvere I'equazione:
20 ks _ —8m+ 57w _ 3z T
3x+ o m= 2x+4+k7t — 5x = 20 +kr - x= 100+k5.

Le soluzioni sono accettabili.



EQUAZIONI RICONDUCIBILI A EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere la seguente equazione:

2cos’x—cosx=0

Ponendo cosx=y, |'equazione diventa:

soluzione 1

2’ =y=0=y2y-1)=0 —tssls 5, =0y, =

Pertanto, la soluzione dell’equazione di partenza consiste
nell'unione delle soluzioni delle seguenti equazioni

goniometriche elementari:

T
> X=—+kn

soluzione

cosx=y, = cosx=0

1 - 7T
COSX =y, => COSX = — —udone x=:§+2kn




Risolvere la seguente equazione:

2sen’x+5cosx—4=0

1. Utllizzando la relazione fondamentale:

sen’x+cos’x=1

da cui

2 2
> sen“x=1-cos" x

esprimiamo I'equazione in funzione soltanto di cosx:

2(1-cos’ x)+5cosx—-4=0 —%%“ 5 2cos’x-5cosx+2=0

2. Ponendo cosx=y, I'equazione diventa:

2y2_5y+2=0 soluzione >y1=2 y2=%
cosx=y, = cosx=2 impossibile

3. La soluzione e:

1
COSX =Yy, = COSX = >

soluzione

JT

> x=+x—+2kn
3




Risolvere la seguente equazione:
tgx +2ctgx =3

Utilizzando la definizione di cotangente ed effettuando i
dovuti passaggi algebirici, I'equazione diventa:
2
1 _ I8 x—3tgx+2=0

tgx+2-—=3
tgx tgx

Discussione dominio soluzione T
, . . tgx =0 = X #= —+kT
dell’equazione:

2

Si puo eliminare i| mcm, e ponendo tgx=y, I'equazione
diventa:

y2 _3y+2 =O soluzione > yl =1 y2 — 2



La soluzione delllequazione di partenza consiste
nell'unione delle soluzioni delle seguenti equazioni
goniometriche elementari:

soluzione JU

> X=—+km
4

> x=arctg2+krn

tgx=y, = tgx=1

soluzione

1gx=y, = tgx =72

Le soluzioni sono entrambe accettabili in quanto fanno
parte del dominio delle soluzioni dell’equazione.



Risolvere la seguente equazione:

cos2x+cosx=0

Utilizzando le formule di duplicazione:

cos2x=2cos’ x—1

esprimiamo I'equazione in funzione soltanto di cosx:

soluzione

2¢c0s X +cosx—1=0 —2=r 5 2y 1 y_1=0

La soluzione ée:

>y =1 y,=

> Xx=+2kmT

JU

COSX = Y = coSX=—1] soluzione
1 .
COSX =Y, = COSX = — soluzione
oppure S X=£+2kﬂ,’ Vv x =
3

(271 — —) + 2k
3

> x=+—+2k7

JU

1
2



Risolvere la seguente equazione:

X
tg’| = |[+cosx =1
2
- . x\ l-cosx
Utilizzando le formule di bisezione: tg’| = | =
2] 1+cosx
nell’equazione 1-cosx COS” X — COS X
, +cosx=1= =0
compare solo cosx: 1+ COS X 1+ COS X
Discussione dominio .
, : l+cosx = () —Sone 5 y wumg 4 Dkn
dell’equazione:
Si puo eliminare il mcm,
2 soluzione
e ponendo COsx=y, y -y=0 = y=0 y=1

I'equazione diventa:



Come al solito, la soluzione si riduce a quella delle
equazioni goniometriche elementari:

> x=Ztkn
2

COSX =y, = cosx=1—" > x Dk

soluzione

cosx=y, = cosx=0




ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo le seguenti equazioni:

a) cos’x + sen?2x = 1.
Questa equazione contiene funzioni goniometriche sia di x, sia di 2x.
Esprimiamo tutto soltanto con funzioni goniometriche di x, utilizzando le formule di duplicazione:
cos’x + (2senx- cosx)? = 1.

Svolgiamo i calcoli: cos?x + 4 sen’x - cos’x = 1.
Esprimiamo sen’x come (1 — cos”x), in modo da avere un’equazione contenente solo il coseno di x:
cos?x + 4(1 — cos’x) - cos’x = 1.

Svolgiamo i calcoli: 4 cos*x — 5cos’x + 1 = 0.
Questa ¢ un’equazione biquadratica del tipo ay* + by* + ¢ = 0.
Poniamo cos’x = y e otteniamo I'equazione:

1

+25 — +
4> —5y+1=0, dacui y= s 285 16 553 =<1
4

1
- CoOsSxX=1+— — x=i£+k7t;

_ 1 - 2y — L
N= dacui cos*x = 4 = 3

y»=1, dacui cos’x=1 — cosx=x1 — x =k,



b) sen(x — %) + cos(x + % n:) + cos 2x = 0.

Applichiamo le formule di addizione, sottrazione e duplicazione in modo che I'argomento delle fun-
zioni sia solo x:

(sen X- cos% — COS X - sen%) + (cos x-cos% T — sen x - sen % 7t) + (cos’x — sen’x) = 0.

Svolgiamo i calcoli:

<% sen x — %cos x)+ (—% COS X — %sen x)+ [cos?x — (1 — cos?x)] =0

2cos’x—cosx— 1= 0.

Poniamo cosx = y,

1
1+V1+8 _ 143
imy=1=0 - y=""7 T4 _<

da cui:

__1 —_
Nn=-- COSX

v, =1—-> cosx=1—- x=2km.



EQUAZIONI LINEARI IN SENO E COSENO

Un’'equazione goniometrica si dice lineare in senx e
cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

asenx+bcosx+c=0 (a,b,c)ENR (a,b)=0

Metodi risolutivi
J Metodo algebrico

senx—+3cosx=0 caso in cui ¢c=0

Dividiamo entrambi I membri per cosx#0 (con la
condizione x#m/2 +km):

otteniamo una T

equazione elementare > ¢ gx — \/5 soluzione > x = — + kJT

Senx _\/§ COSX _ 0

COS X COSX COSX

Soluzione accettabile in quanto soddisfa la condizione.



senx+cosx—-1=0 caso in cui ¢ =0

In  questo caso dobbiamo utlllizzare le formule
parametriche:

2t 1-¢
senx = > COSX = >
1+1¢ 1+1¢
X condizione X JU
con t=1g— didone 5 Z 2 4 kw = x=mw+2kn

2 2 2

Pertanto, prima di risolvere ['equazione, dobbiamo
verificare se I'equazione soddisfa la condizione x#mr+2kKrr.

Poniamo x=11 nell’equazione:

sens+cosm—1=0 —42 5 )4+ (-1)-1=0

Poiche I'uguaglianza € falsa, la condizione € soddisfatta
per cui x=T1+2ktT non € soluzione dell’equazione.



Possiaomo  passare alla  soluzione  dell’equazione,
sostifuendo a senx e cosx le formule parametriche:

2 . .
2t N 1-t¢ calcoli, otteniamo

coli, otten )
senx+cosx—1=0 = |=( —cquamione i 2_grade 5 42 _ ()

1+ 1+¢°

soluzione 5 tl _ O t2 =1

Ci siamo cosli ridotti a risolvere equazioni goniometriche
elementari:

X X - T
tol =t = ol =(Q —Sdwione 7" _ |y = x =2k
82 1 g2 >
tg£=t2 — fgl =] —toluione LT vk = x=Z 4 2kn
2 2 2 4 2
Soluzione

x=2knvx=§+2kn




J Metodo grafico

\/gsenx+cosx—2 =()

Usiamo la geometria analitica, frasformando I'equazione
nel seguente sistema:

J3senx +cosx =2 Graficamente corrisponde
1 , all’intfersezione di una retta con
(COs” x+sen"x =1 una circonferenza diraggio 1.

X=

soluzione

\/§Y+X=2 >

1
2

X +y? =1 V3
2

Poniamo senx=Y € Ccosx=X: {
Y =




Rappresentiomo
graficamente la soluzione,

disegnando la retta, lo

DV

circonferenza e il loro
punto d’intersezione (retta
tangente).

Sostituendo a X=cosx e a Y=senx, il sistema diventa:

X = % Y cosa COSX = %
) Y=senx 5 soluzione > X = E + 2 k T
J3 J3 3
Y=— senx = —
! 2 2




J Metodo angolo aggiunto

equivalente a. C

> rsen(x+a)+c=0 = sen(x+a)=——
r

asenx+bcosx+c=0

dove r=+a’+b> tga= b

a
r=/1+3=2 p 1
senx —J3cosx+1=0 —a=3 = a=i3 se”(x_ 3) --

Abbiamo cosl frasformato |'equazione lineare in una
equazione elementare, la cui soluzione ée:

x—£= 2n—£)+2kn = x=£n+2kn
3\ 6 6

x—£= n+%)+2kn = x=%yr+2kn

3\




01ZI24983

\/§COSX+ Senx = \/5

1 Metodo algebrico

L'equazione € del tipo acosx + bsenx+ ¢ =0 con ¢ # 0. Per risolverla ci serviamo delle formule parametriche:

X %

e onfor

e s
5 8 e R SR 0 ok RTINS T
1+tg27 1+tg2?

Poiché tali formule valgono per x # 7 + 2/, dobbiamo verificare se x = 1 + 2/ & una soluzione dell’equazione
data. Sostituiamo alla x il valore 7 nel primo membro dell'equazione data:

V3cosm+senm=—V3+0=-V3#V3.
In questo caso x =1 + 2kw non ¢ soluzione dell'equazione data.

Se x =m + 2kw avesse soddisfatto I'equazione, 'aviemmo considerata come una soluzione.

Determiniamo le soluzioni diverse da  + 2kw. Ponendo 7 =tg = le formule parametriche diventano:

2t I=i*
senx= , COSXx= ;
B i3
Sostituiamo tali espressioni nell'equazione data: . _
e = V3a-2)+2t V31 + 2
V3 + re. W= LB v e

147 147+ 1+ ¢ 1+



L'equazione ridotta in forma normale é:

| ' =0
\/§t~—t=0—->t(\/§t—l)=0<\/§ 1 | \/g

V3 3

Poiché ¢ = tg?, per risolvere I'equazione di partenza dobbiamo risolvere le equazioni elementari:

x x V3

g =0lg—=

=

stg—=0 - —=kr - x=2km
2 2
Ve X 2

b T T o e T
EEE 2t 6 6 3

: 'n
Le soluzioni dell'equazione data sono: x = 2km; x =—+ 2kmw.



1 Metodo grafico

Trasformiamo I'equazione nel sistema:

{\/3(:053( +senx = \/3

cos’x + sen®x =1

Poniamo senx = Y e cos x = X e sostituiamo nel sistema:
V3-X+Y=V3 —  equazione di una retta

2 ) . . . .
) a1 e —  equazione della circonferenza goniometrica

Risolviamo il sistema ricavando Y dalla prima equazione e sostituendo nella seconda:
Y=-V3-X+V3
X+ V3 X+ V3=

Risolviamo la seconda equazione:

X+ (BX+3-6X)=1 — 4X°—6X+2=0 = 2X*—3X+1=0

P
[
WV
|+
ﬁ
l
teys)
[l
v
[+
[
IA'
o I ok o



Riprendiamo il sistema:

(x=1
-———-) <
Y=-V3-X+V3 ‘ et
1 = gt
X=1 v X=— X=—2-
- — s \/g
Y=T

Disegniamo sul piano cartesiano la retta e la circonferenza (figura a).

La retta interseca la circonferenza nei due punti E e A.

Sostituiamo i valori trovati a cos x e sen x, ottenendo

due sistemi di due disequazioni elementari:

cosx =1
i 2 { - x =2k,
senx =0
( 1
COSX —=—
2 2 L
: - XxX=— Tr.
» V3 3
senx =——

Le soluzioni dell'equazione data sono (figura b):

x=2km e x=%+2/e1'r.

-
>

Y = \3X +\f3_<

Y




J Metodo angolo aggiunto

~r [

Poiché a sen x+ bcosx= rsen(x+ o) con r=V & + b

e
S

b rr
e tga = —, nell'equazione data, per I'espressione 3+ 2kn

5
a

V3 cos x + sen x abbiamo:

r:\f’l+5:2:lgo¢:f—>o¢= g
0

'quindi 'equazione equivale a:

O
x
Y

: ™ o
2sen (‘\'+ 2—) =V3,

equazione elementare che sappiamo risolvere. SO |

poniamo

sen(x+£) = ﬁ A TN seny = é solugione 5 ) — 2 i 2km v y= (n—£)+2kn
3 2 2 3 3

La soluzione dell’equazione e:

T v/ A 1 .
x+_=y=>x+§=§+2kf[ soluzione

3

> x =2km

T T 2 - 7T
X+—=y = X+—=—"m+2km 2o 5 x-"_ 4 2kn

3 3 3 3




EQUAZIONI OMOGENEE DI 2° GRADO IN SENO E COSENO

Un'equazione goniometrica si dice omogenea di 2°
grado In senx e cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

2
asen’x +bsenxcosx+ccos” x =0

d 1° caso: a=0 oppure c=0
2
senxcosx+cos x=0

Raccogliomo a fattor comune e risolviamo:

; JU
COSX=O soluzione > x=—+k7t
cos x(senx +cosx)=0 equazione lineare
dividiamo per
cosx=0 — xw -tk soluzione I
senx +cosx =0 2—— tgx =1 >x=_2+k”




d 2° caso: a#0 e c+0

Senzx—(1+ \/g)senxcosx+ 3cos’x=0

Dividiamo entrambi i membri per cosx#0 (con la
condizione x#m/2 +kmr) e risolviamo:

tgzx—(l+\/§=\/§)tgx+\/§=0 — = y2—(1+\/§)y+\/§=0 solugione v =1 y2=\/§

Ci siamo cosli ridotti a risolvere equazioni goniometriche
elementari:

tg_x =y = tgx =1 soluzione x = £+k.7'l,' SOluzione
4
7T T
soluzione JU X=—+kﬂ,' \Y x=—+kn’
t8X=yz=>tgx=\/§ 2 >x=§+kﬂ; 4 3



J Osservazione

S5sen’x — 2\/§senx cosx+cos’x-2=0

Un'equazione omogenea di 2° sen’y = LT COS2X
grado PUO essere risolta 2
trasformandola in una equazione ,»  14+cos2x
ineare tenendo presente le oS A= 2
seguenti formule goniometriche: 2Senxcosx = sen2x

Quindi, I'equazione assume la forma:

S(I_Cgszx)—ﬁsen2x+1+C;)SZX—2=O dacui  [3sen2x+3cos2x =0



Risolviomola con uno del metodi studiati
algebrico):

(metodo

dividiamo per

T T T
cos2x#0—=2 x#r—+kmr—>x=—+k—

. T JT T :
soluzione 2x = _E +kmr= x= g + kE accettabile

J3sen2x+3c0s2x =0 2 42 > todx=-—

J3




d equazione riconducibile a omogenea di 2° grado

2\/§sen2x — Senxcosx + \/§ COs” x = \/§

Moltiplichiomo il secondo membro per sen2x+cos2x
(operazione possibile perché sen?x+cos?x =1):

2 2 2 2 j 2
2\/§sen X — Senxcosx + \/§COS X = \/§(sen X+ COS x) calcol \/gsen x—senxcosx=0

Abbiomo cosi ottenuto un’equazione omogenea di 2°
grado con c¢=0. Raccogliomo a fattor comune e
risolviomo:

soluzione

senx =0 > x =kJT

equazione lineare
senx(\/gsenx —cosx)=0 dividiamo per

Cosx=0 — x= 2tk \/§ . JT
\/gsenx —cosx=0 2 > 1gX = soluzione _, - _ g + kT




\/gtgx +ctgx = J3+1

)
n
D
&P
O,
N,
O




\/gtgx +ctgx = J3+1

)
n
D
&P
O,
N,
O




ESERCIZIO GUIDA
Risolviamo I’equazione:

2V/3 cos?x — 2senxcosx = \V/3

L’equazione non ¢, cosi come € scritta, un’equazione omogenea, perché compare il termine noto V3.
Usiamo la relazione sen® x + cos® x = 1 per trasformare 'equazione data nell’equazione equivalente:

2V/3 cos’x — 2senxcosx = V3 (sen’x + cos’x) — V3 cos’x — V3 sen?x — 2senxcosx = 0.

Risolviamo 'equazione omogenea ottenuta.

T

Verifichiamo innanzitutto se x = >

primo membro:

+ kmt é soluzione dell’equazione data. Sostituendo % alla x nel

Zﬁcosz%—Zsen%-cos%=0—2-1'O¢\/§.

—- + km non ¢ soluzione dell’equazione data. In caso contrario, avremmo considerato tali angoli tra

2
le soluzioni.

X =

Cerchiamo eventuali altre soluzioni. Supponiamo x # % + k7 e, dividendo entrambi i membri dell’equa-

zione per cos” x, otteniamo un’equazione equivalente alla data:

2 2 2
COS™ X Ssen-x SENXCOSX 0 sen x Sse€n x

V3IT== — 3222 ) =2 = ﬁ\f—\@( )—2 =0 -
CoS™ X COS™X CoS™X COoS™ X COS X COS X

~ V3 -V3tgx—2tgx=0-V3tg’x+2tgx— V3 =0.



Poniamo y = tg x,

V3y +2y—V3 =0,

_—1+\V1-V3(=V3) _ —1+V4 _ —1+42
- V3 =5 3

Poiché y = tg x, si ha:

tgx=—\/§—>x=2_7r+k7.c; tgx=%

3 6

2T

Le soluzioni dell’equazione data sono: x = K

—x =2 +kn.

+knVx =L + kr.

6




Sistemi Equazioni
Goniometriche



SISTEMI EQUAZIONI GONIOMETRICHE

| sistemi di equazioni goniometriche vengono studiati e
rnsoltt con |1 metodi algebrici applicati ai sistemi di

equazioni algebriche.

4cos” x+3cos’y=4

2cosx+35cosy=06

Ponendo cosx=X e cosy=Y, il sistema diventa:
- (6-5yY
4(Ty) +372 =4

2X+5Y =6 _
Xﬁ%

2 2
{4X + 3Y = 4 metodo sostituzione J

Risolviamo la prima equazione. Facendo i calcoli diventa:



7Y? —15Y +8 = () —obuione >Yl=§ Y,=1
7

Soluzione impossibile perché
8
cosy=Y, = cosy= 5 > 1 deve essere -1<cosy<l per
qualsiasi valore di .

Consideriamo, pertanto, solo la soluzione Y=1, per cui la
soluzione del sistema ée:

soluzione

Y =1 ‘cosy=1 > y=2km

soluzione
sistema

I\
ek
I\

1 . 7T ” T
X == cosx =— —uione 5 x -+ 4 2kn x=i§+2kﬂ




Risolvere |l

0lZID19s8

a) Ricaviamo x dalla prima equazione e sostituiamo nella seconda:

p

.~

"
5 )

-

X =

—

1T -
Sef|—= =y shseny.=1
\

i

Per risolvere la seconda equazione, utilizziamo le formule parametriche: cos y =

.
t=1tg=-, con yFT+ 2k

1=¢* 21 L e .

: ) o et ot s o R L G el e WA 5

| R o v ] 5 o
Le soluzioni sono:

Rl , : .
=0 da cui oy kar — y=2km; t=1 da cui ko + b

seguente
equazioni goniometriche:

,

\

sistema

(o
=y
T

o

cosyt+seny=1

s

= — 2 bkm X= =2k
- . p
y=2km y=—=+2Fknu

di

T
X+y=—

2

| senx +seny =1

i v ; i

=it a1

S SEN-YY-—




0lZID19s8

Risolvere il seguente sistema di
equazioni goniometriche:

b) Sommiamo membro a membro le due equazioni del sistema:

’

N3]
3
NG~
COSX oS Ve e

COSXT.COS Y=

2€05X=V3 = COS¥=—— —> x=%

5) i 6

Sottraiamo la seconda equazione dalla prima:

r

N 3EE

COS X-TCOs i >

COSX — COS Y=

\ 2

2089 F —

COSX+COSy =

\/§+1
2

COSX—COSy =

J3-1
2

-

Le soluzioni del sistema dato sono:

r T .
x=*—+2km

6

y=t—m+2km
L 3




EqQuazioni goniometriche
parametriche



INTRODUZIONE

Se In una equazione che dipende dal parametro k
fissiamo un infervallo a cui devono appartenere le
soluzioni, il numero di soluzioni varia al variare di k.

Utilizzicmo i metodo grafico nei seguenti esempi di
discussione di equazioni parametriche goniometriche,
ossia della ricerca di tale numero di soluzioni.



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE DI 1° GRADO

_ , (ksenx -2k+1=0
Discutere la seguente equazione

: : : : y 2
goniometrica parametrica di 1° grado: O<x<Zr
Dividiamo per k£# () e isoliamo sen x: 9 'Supp(mmm Pitiin

_ quanto per k=0 l'equa-
e i 2k—1 zione diventa:
ekl D O:senx—2-0+1=0,

1 =0, impossibile.

Poniamo uguali a y i membri dell'uguaglianza:

Jy.Tsenx
B
L

y



Graficamente le soluzioni dell'equazione sono le ascisse dei punti di inter-
sezione fra la sinusoide e il fascio di rette parallele all’asse x, rappresentato

2
dalla seconda equazione, nell'intervallo [0; ?w} (figura 13).

‘<‘

—_

o

<« Figura 13. Gli interval-
li in cui si hanno soluzioni
hanno per estremi i

valori).——¢ 1.

VA
TCSCH_‘TT.



<

Determiniamo i valori di & corrispondenti ai valori di y estremi degli inter-
valli da considerare:

it O 0 L O
T d r - )= _—— = AT = —-:
s + k 2
V3 2k—1 V3
retta perA—>"V=—3 o S — 4k—2=\V3k—
: 2 k 2
e 2N B
L 4NE . I T
20— |
retta tangente — y=1 = —k—= 1 — k=1.
L’equazione ha:
2(4+\/_)
una soluzione per — = k<
2 13
24+ V3
due soluzioni per ¢ >) =P,



. r JT
Discutere la seguente equazione tg(x+§)=k

goniometrica parametrica di 1° grado: -

O<x<—
\ 2

Ponendo x + — x' si ottiene I’equazione y = tg x’ con le limitazioni

O+7r<x,<7r+7r 7T<x’<5
e = e =
3 =2 3 3 6

Si tratta percio di discutere il seguente sistema

misto
y =1g x'
Yo=Kk
T sitth
—3—<X <€7T,

che rappresentiamo graficamente nel sistema
cartesiano x’Oy.

Dalla figura 4 si puo notare che interessano le
intersezioni delle rette del fascio di equazione
y = k con gli archi di tangentoide disegnati in
colore; possiamo cosi concludere che vi e

V3

una soluzione per k < = V k > /3.

Osservazione. Si poteva anche procedere
considerando il grafico della funzione

7 AN




DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE DI 2° GRADO

, , kcos* x+2cosx—-k+1=0
Discutere la seguente equazione <
T

goniometrica parametrica di 2° grado: O<x<E

Discutiamo:

kcos?x+ 2cosx— k+1=0

T o = 7)) — 2 oi T: .
S SRR Ponendo y= ¢° si ottiene:
2
Poniamo cos x = f. Di conseguenza: kyv+2t—k+1=0
T 1 S ‘ _
sell- == gllopg —< = 1. = 42
3 2 Lo
. . 1
Il sistema diventa: — < <]
.‘)
-

kt* +2t— k+1=0

1
e T

-



ky+2t—k+1=0

Le due equazioni sono interpretabili graficamente come un fascio di rette di

1 .
centro C (—, e 1) e una parabola con il vertice nell’origine (figura 14).

—_

o RTINS

A : yA\
* é .'0 y=t2
Soi Dl Win W

+00




ky+2t—k+1=0
L=t

1
e W |

\ did

==
k_3

Per determinare il valore di & corrispondente a t=-—, troviamo l'ordinata
~di A mediante I'equazione della parabola:

Sikee
Ay ey R
Va 5 4
1

1
e sostituiamo le coordinate di A(;; Z) nell’equazione del fascio:
1 8
‘-4—/34—1—/84-1:0 — k—4k+8=0— /€=?.

Dal grafico ricaviamo che I'equazione ha:
8

una soluzione per k> ? :



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE LINEARI

: , ksenx—-cosx—1=0
Discutere la seguente equazione <
7T
goniometrica parametrica lineare: 0<xsZ

Poniamo senx= Ye cos x= X, ottenendo:

RY—X—1=0 fascio di rette di centro C(—1; 0)
X2+ Y2=1 circonferenza goniometrica

™
D<=

_i,

<« Figura 15. I valori di 2
tendono a + % proceden-
do in senso orario dalla

retta X = — 1, corrispon-
dente a £ =0, verso la ret-
taY=0.




A (1;0) X

Determiniamo il valore di k& corrispondente alla retta passante per

V2 V2
A= 2
PN A/ 242
k\j—— 7'—1=O s \6/@:\/5'{-2—9/@:—“\—/—;——:14-\/2

L'equazione ha:

una soluzione per #=1+ V2.



Matematica

TRIGONOMETRIA

Le disequazioni
goniometriche

DOCENTE: Vincenzo Pappalardo
MATERIA: Matematica



definizione

esempio

definizione

DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Una disequazione di dice goniometrica se contiene
almeno una funzione goniometrica dell’incognita.

2cosx-1<0 € una disequazione goniometrica perché
contfiene la funzione cos Xx.

2xcos(1/4)-1>0 non € una disequazione goniometrica
perché non contiene funzioni goniometriche
dell'incognita x. L~ espressione cos(m/4) €& uno
qguantita costante.

Le disequazione goniometriche elementari sono
disequazioni del tipo:

senx>a cosx<b tgx<c cotg>d con (a,b,c,d)ENR



J Risolvere la disequazione:

| > 1° Metodo
sSenx < —
A
y
1. Disegnare il grafico della
funzione seno nell’intervallo ﬂj
(0;211) e fracciare su diesso 1 ¥. 2
la retta y=1/2. T T \\/{2-[ X
: <]
y
2. La retfta inferseca la
1 funzione in due puntl, le cui
sl i eei s YR ascisse (/6 e 511/6) sono le
_______________ Q_,,LV.__”._T\\#TT#&H/_’.ZH' = soluzioni dell’equazione:
1 —6r GSST S€I’l)€=l
2




> 2° Metodo

. Tracciare la refta Y=1/2
sulla circonferenza
indicare
con P e Q i punti aventi

goniometrica e

ordinata 1/2.
Y4

2. BEvidenziare gli angoli /6 e

5m/6 individuati da P e Q,
che rappresentano le
soluzioni dell’equazione
associata senx=1/2.



1 3. Poiché deve essere senx<1/2,
‘ coloriamo (rosso) gli archi |
%ft = cui punti hanno ordinata
"""""""" y<1/2 (lo parte di
> circonferenza “sotto” Y=1/2).

4. Lo soluzione
nell’'intervallo (0;21m)
soluzione e formata da tutti
T 5 gli angoli a cui
O+2km=sx<—+2kn U —m+2kn<x<2m+2kn :
6 6 corrisponde  sulla
oppure circonferenza

goniometrica un
punto con ordinata

minore di Y.

[2kn; % + 2kn[ U En +2km;2m + 2k




> 1° Metodo

I Metodo A

/4
Costruiamo 1 grafici delle funzioni y = cosx e y = ——;—
(fig. 4.3).
Il periodo della funzione y = cosx ¢ 27 ¢ e s = |
quindi basta risolvere la disequazione pro- eE e e s
posta in un intervallo di lunghezza 2. c
igura 4.3

Nellintervallo [0, 27] la soluzione della disequazione
proposta consiste di «due pezzi»; pertanto € pill conveniente (anche se non strettamente Neces-

sario) risolvere la disequazione nell'intervallo [—, 7.

2T 2m e : 7
In tale intervallo si ha: ——— < x < 0 e quindi la soluzione completa €:

3

2m 2m
——5-+2k7r§x§—3—+2k7r, (keZ).




> 2° Metodo




J Risolvere la disequazione:
tgx > 1

Disegniamo il grafico della
funzione y=tgx e la refta
y=1 nell'intervallo (0;m1), e
determiniamo | punti che
hanno ordinata >1.

|

y

I3

lfr" = 1g X

> 1° Metodo
7
S ]
Ul & X
2
:y:tgx

| due grafici si intersecano
nel punto di ascissa T11/4,
soluzione  dell’equazione
tgx=1 nell'intervallo (0;1T).




Poiché deve essere
tox>1, coloriamo
(rosso) la parte di

[ | y =1 tangentoide che sta
- “sopra’ la retta y=1.
- » La soluzione e
=
e formata da qguelle x
£ . .
corrispondenti  alla
arte colorata:
tg X P
soluzione
T ovkm<x <Xk —coowe >]£+kn;£+kn[
4 2 4 2




> 2° Metodo tgx > 1

Disegniamo la circonferenza
goniometrica e Ila refta
tangente nel punto E(1;0).
Su ftale refta scegliamo |l
punto T(1;1) e tracciamo OT
IN modo da individuare dli
angoli con tangente =1,
cioe x=11/4 e x=511/4.




Poiché deve essere tgx>1,
gli angoli che soddisfano
tale condizione sono quelli

corrispondenti all'arco
disegnato in rosso. Quindi
la soluzione €:

7T
4

JT

—+ k< x<—+ ko —E= >]—+kn;—+kn

2

soluzione

T T ]
4 2
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Dall’esame del
grafico si deduce
che la disequazione
e verificata quando:

Risolvere I seguente J3
disequazione goniometriche: 9)

£+2kn<3x<2n+2kn

6 6

soluzione
03514 >£+%kn<x<2n+%kn
18 3 18 3




(D °
o Risolvere I seguente 7\ 2
o : : : : sen|3x+—|<—
~  disequazione goniometriche: 4 )
@)
)}A
Dall’esame del |
grafico si deduce @ ----------- . 5
. . ; : T
che la disequazione A s e
e verificata quando: 7 zT
soluzione
2kns3x+£<£+2knv§n+2kﬂ<3x+552n+2kn
4 4 4 4
—ossia_, —£+%knsx<%knv£+%kn<xsln+%kﬂ
12 3 3 6 3 12 3

forma compatta

£+%kn<x<g(k+1)n ke”Z
6 3 3




DISEQUAZIONI RICONDUCIBILI A
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere |la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

2
\2sen“x—-senx =0

Ponendo senx=y, I'equazione associata diventa:

solgtzione 2
V2y?-y=0 = y(2y-1)=0 —eFud >y _0 y, =§

Essendo A>0, la disequazione e soddisfatta per valori
esterni:

ossia \/5

»w=0vy=20—"—senx<0 v senx=—



Rappresentiomo graficamente gli infervalli di soluzione
della disequazione secondo | due metodi che abbiamo
utilizzato negli esercizi guida precedenti:

yA YA
3n
4o N
1-' /
V—Z_-/ """"" }
- & X

soluzione

%sxs TV IT<xs<2m —2— [—;—J’L’] U [m;27]

3
4




Risolvere |la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

4cos* x—4cosx—-3=<0

Ponendo cosx=y, I'equazione associata diventa:

4y2_4y_3=0 eqfOZIl:Z;OI“ZiIO >y =_l y =§
S R )

Essendo A>0, la disequazione €& soddisfatta per valori
inferni:

ok
W

ossia

> ——=CO0SXxX =—

IA
<
IA

N | =
N | W
N
N



Rappresentiomo graficamente gli infervalli di soluzione
della disequazione secondo | due metodi che abbiamo

utilizzato negli esercizi guida precedenti:

y} ; S

54 y =5 3.

5 i SRR AR, PR U SRR i B

17 2 s 4 3 |

of 23" w32 5 0
1 T o7 T T <CRVIRRRS L
2 N —oad i
~1 y = COS X & | L

3/
soluzione
2 4
2knsxs§n+2kn \Y; §n+2knsxs2n+2kn

oppure _, [zkn;gn + 2kn] U [in +2km;2m +2km

3




DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE LINEARI

Risolvere la seguente disequazione lineare:
J3senx+cosx—-+/3>0

Si risolvono in modo analogo alle equazioni lineari.

 Metodo algebrico

Si verifica facilmente che i valori x = 7 + 2km, (k € Z), non sono soluzioni dell’equazione data.

Questa ¢ dunque equivalente a:

LT P
V3 o /B 0 = O B T e Ba A B & B
14¢2 14 ¢2

= (V3+1)#—23t+/3-1<0 =

i TR
& V3+1 V341 23

=t

/I8 s .
Quindi, poiché tg i 2 /3o e (S50

X T X T ™ T
b B g i P D g sl e Oy <0 % =K DR I
2 \/5<tg2<1:>12+7r o ; >



(J Metodo angolo ausiliario

x/§senx+ COS X — \/§ >0




Risolvere la seguente disequazione lineare:

senx+cosx—-1=0

J Metodo grafico




Risolvere la seguente disequazione lineare:

\/gsenx —cosx=<0

dividere entrambi
: : Senx COSX
J3senx —cosx < () —membripercosx 3 — <0 = \/gtgx—l <0
COSX COSX

NOTA BENE: Larisoluzione della disequazione sopra non corrisponde alla risoluzione della
disequazione data ; tutto questo poiché il coseno, termine che esprime 1l divisore ,
puo assumere valori sia positivi che negativi . Ecco quindi che sara necessario
mettere a grafico finale 1 risultati parziali che esprimono 1 corrispondenti segni.

Allora avremo:

1 3
S 3

Risolviamo separatamente le due disequazioni.

cosx >0 1gx <




'g
cosx >0 o

0+2k7t<x<£+2k7'c . =+ 2kt <x <2+ 2k

T

T T 7
O+hkm<sx<—+km | E+k7z:sx567t+k7t

3
5n+k7rsx527r+2k7t




Oppure:

1gx < —

T
O+k7z:sxsz+k7r

T 7
, E+knsxs€n’+k7t

’;

§n+knsxs2n+2kn




Riuniomo in un unico grafico le soluzioni trovate e
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

¢----- -$ 0
cosx>0 O e U] NI S S
+ - - +
»
T TS5 7 3
0 +— +— +=T +T +—T +—TT +27
6 2 6 2

La disequazione di partenza:

e soddisfatta per:

\/gsenx —cosx=<0

T

—+2km=<sx=<s—m+2km | x¢£
6 6 2




Risolvere la seguente disequazione lineare

0l1Z1019s8

cosx+senx>0 per —-m<x<m

dividere entrambi

i membri per cosx N Senx + COS X > O — tgx+1 > O

COSX COSX

senx+cosx>0

NOTA BENE: Larisoluzione della disequazione sopra non corrisponde alla risoluzione della
disequazione data ; tutto questo poiché il coseno, termine che esprime 1l divisore ,
puo assumere valori sia positivi che negativi . Ecco quindi che sara necessario
mettere a grafico finale 1 risultati parziali che esprimono 1 corrispondenti segni.

Allora avremo:

cosx >0 tgx > -1

Risolviamo separatamente le due disequazioni.




T T
cosx>0 = -——<x<—
2 2
ty
_"/—27r\_3_\7r/{1 T T _1/2;\
2 2 2 2
B L
T 1 x 3
1gx>—-1= -m<xX<-—V-—-——<X<—V —TO<X<T
2 4 2 4

b - — -

=
|
SE




Riuniomo in un unico grafico le soluzioni trovate e
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

B = _I ) R 3
e 2 3 (‘ 2
- - - - - -
sgn(cosx) f-==== -« f——r——r———tf - m- e
R 2. SR
sgn(tgx+1) T > & Y 3 e
cos x + senx >0 + + +

La disequazione di partenza:

cosx+senx>0 per —-m<x<x

e verificata per:

——<X<—T
4 4




DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE DI 2° GRADO
OMOGENEE

Una disequazione goniometrica si dice omogenea di
2° grado in senx e cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

2
asen’x + bsenxcosx +ccos’ x+d > (<)0

Si procede come per le equazioni omogenee, dopo aver
imposto la condizione:

wie s ¢ ok

2

cos’x =0




Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogena di 2° grado:
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\/§S€n2x —3senxcosx <0

Per x = = + krr si ha: v/3 -1 =0 > 0 e quindi per tali valori la disequazione non e verificata.
2

Dividendo i due membri per cos’x, la disequazione diventa:

\/3tg2x—3tgx<0 =4 O<tgx<\/3-

Quindi la disequazione ¢ soddisfatta per:

k7r<x<—73r—+le7r, (ke Z).

: . PR b : isolvere la di-
Oppure, la disequazione data si puo scrivere V3 senx (senx — v/3 cosx) < 0; per 1is

: e e : ‘ inare gli intervalli
sequazione si studiano i segni dei fattori senx e (senx — v/3 cosx), per determinare g

in cut tali fattor1 risultano discordi.



Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogenea di 2° grado:
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2
2senx — \/gsenx cosx+cos’x=1

T : . \ ;
Per x = - + kr la disequazione ¢ soddisfatta.

2 .
4 =1+ tg"x, si ha:

Dividendo i due membri per cos*x e ricordando che

COS“X

2 tg’x — \/gtgx 1 ST tg”x — Vatgx >0 = tgx <0; tgx 2 V3.
Quindi: .
ex <0 = ——2-—+Ie7r<x§1e7::

tex > V3 = —§+le7r§.\‘<%—i~le7r. (k€ Z),

—

i
cui va aggiunta la soluzione x = T + k.



Sistemi Disequazioni
Goniometriche



SISTEMI DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

Risolvere un sistema di  disequazioni goniometriche
significa determinare tutti quel valori dell’argomento x per
| quali sono verificate contfemporaneamente tutte le
disequazioni che formano il sistema. Ossia scegliere dli
intervalli del grafico dove si sovrappongono le linee
continue delle soluzioni delle singole disequazioni.

Si procede come per isistemi di disequazioni algebriche.

T T T T T 2
D e ¢ 6 3 > 3T T
% SENX>—-
3 g
—Q. COS.X<7
O tgx>(
. JU JU JU
soluzione = —n<x<—§v g<x<g




Risolvere il seguenfte sistema di disequazioni
goniometriche:

-

senx > —
. per O<x<2nm

0lZ1019s8

CIgX < —

3

1. Sirsolvono singolarmente le disequazioni che formano
il sistema.

: : . g s 5
La prima disequazione ¢ verificata per: . R o

6

. . m 4
La seconda disequazione ¢ verificata per: b L XL e ?W < Jee O



2. Siriportano le soluzioni nel seguente schema:

SCI’IX>-1—

2
V3

Ctgx<'?

A
6

U

N O

n
5

27

W
=

T

3. | valori del’largomento x per | quali sono verificate
contemporaneamente tutte le disequazioni che
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:

T
3

5
6

soluzione

S H.




Risolvere il seguente senx <—-
sistemma di disequazioni
goniometriche:

0l1Z1019s8

I\

COSX<7 per —T<X<T

tgx >0

"

1. Sirsolvono singolarmente le disequazioni che formano

il sistema.
. . e N i 2 5
La prima disequazione ¢ verificata per: —7 < x < — e —3—7r i, i
| e ab %
La seconda disequazione ¢ verificata per: —7 < x < — 4 ¢ 3 e, e 7

. : - ] T ;
La terza disequazione e verificata per: —m < x < — 5 e <

Do \ =



2. Siriportano le soluzioni nel seguente schema:

T T T T T 2
= < > 6 6 3 > 3
SCELX > 2
\3
COSX
SX < 5
tgx>0

3. | valori del’largomento x per | quali sono verificate
contemporaneamente tutte le disequazioni che
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:

soluzione
T 7T 7T
—T<X<——V —< X< —
2 6 3
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3tg’x — 4~/3tgx < -3
{ &% \/_gx< per O=sx=<nm

tg°x>1

1. Risolvere le singole disequazioni che formano il sistema.




2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

T T

I

T T W m
6. 45 2

I dis. &

I dis. S

3. La soluzione del sistema (valori delle x che soddisfano
contemporaneamente tutte le disequazioni del
sistema) € data dagli intervalli in cui si sovrappongono
le linee confinue delle soluzioni:

soluzione

T T ppure >]n.n[

—<X<— ——
4 3

4 3




Disequazioni
Goniometriche Fratte



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE FRATTE

Risolvere una disequazione goniometrica fratta significa
determinare tutti quel valori dell’argomento x per i quali
I'infera frazione soddisfi il segno di disuguaglianza. Ossia

scegliere gli intervalli del grafico dove € verificato il segno
della frazione.

Si procede come per le disequazioni algebriche
fratte.



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica

)
n
o fratta: 1
2) COSX — —
N, 250
O Senx
COS X — 1 1 T T
T cosx > — -—+2km < x < +—-+2knm
> 0 = 27 = 3 3
I senx > 0 2km < x < m+2kmw
e graficamente nell'intervallo [—71' + 7r] ;
O m e e — i — - O O
>
-7 - g 0 +7T
)
i T2k < x < - 42kmw T < x < +L42km
soluzione - 3 - | 3




Risolvere
fratta:

0lZ1019s8

e

seguente disequazioni goniometrica

senx

<0

1-v1-cosx

CE.E. = 1-cosx =2 0 = cosx =1 = VxeR

sen?2x 0 sen2x = 0 2km = 2x = +m+2kmw
= = —
1-+/1-cosx l-+1=-cosx > 0 Jl-cosxy < 1
T T
km = x = +—+knm km = x = +—+km
= 2 = 2
—-cosx < 0 cosx > 0
T
km = x = +—+krm
_ 2
—§+2k7r < x < +§+2A7r




e graficamente nell'intervallo [— T+ 7r] ;

__________ O O = = = = = ==
-~ --—=—=—=== O

S P P
-7 _r 0 +7_r +7T

2 2
soluzione
T T
-T+2kmr = x < —-——+2kmw 2k = x = +—+2krw

2

2




Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

Senx — CoSx
<0
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Senx + CoSx

1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero
e risolvere le relative disequazioni intere:

N>0=]| senx— cosx > 0, per:%+2k7r<x<%7r+2/e7r;

Senx -+ cosx >4, per: 2kw < 6 < i7r-i—2/e7r
D>0= :

7
—;W+2/€7T<XS27T+2}€7T



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

B i 5
0=k o - 2T
sgn [N =---- : L% S e Ly ;
= : - : — b
G g o
e i = 5
sgnﬁ 3 Zn
L 4

3. La soluzione della disequazione fratta € data da quelle
X che rendono la frazione negativa. Ossia va cercata
negli intervalli in cui il segno € negativo:

soluzione

Dkm<x<l+2km v %n+2kn<x<§n+2kn Y %Jl’+2k.7t<xs2(k+1)ﬂ]




Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

cos2x+cosx—1
> 2
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COS2x

Ricordando la formula di duplicazione cos2x=2cos2x-1,
facendo il mcm e portando tutto al 1° membro, la

disequazione si puo scrivere come:

cos2x+cosx—1-2cos2x . _ 2cos’x—1+cosx—1-2(2cos*x-1) N

0
COS2Xx 2cos”x -1

Cosx —2cos’ x
= >0

2cos” x—1




1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero
e risolvere le relative disequazioni intere:

N>0=

D>0=




2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

3. La soluzione € data da
qguelle x che rendono Ia
frazione positiva. Ossia va
cercata negli intervalli in
cui il segno e positivo:

2u0IzZN|o0s




