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EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Una identità goniometrica è una uguaglianza fra
espressioni, contenente funzioni goniometriche di uno
o più angoli, verificata per qualsiasi valore attribuito
agli angoli (esclusi quelli per i quali le espressioni
perdono di significato).
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Per verificare un’identità goniometrica, si 
possono seguire tre metodi. 



ESERCIZI

Primo Metodo - Trasformare il 1° membro e renderlo 
identico al 2° membro

Verificare la seguente identità:



Secondo Metodo - Trasformare il 2° membro e renderlo 
identico al 1° membro

Verificare la seguente identità:



Terzo Metodo – Trasformare entrambi i membri per 
ottenere due espressioni identiche

Verificare la seguente identità:



Verificare la seguente identità:

esercizio



Verificare la seguente identità:esercizio



Verificare la seguente identità:esercizio



Verificare la seguente identità:

esercizio

Si procederà alla stessa maniera con l’utilizzo 
delle altre formule goniometriche.



EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Un’equazione goniometrica è un’equazione che contiene
almeno una funzione goniometrica dell’incognita.
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2cosx–1=0 è un ’ equazione goniometrica perché 
contiene la funzione  cos x.
2xcos(π/4)–1=0 non è un ’ equazione goniometrica 
perché non contiene funzioni goniometriche 
dell’incognita x. L ’ espressione cos(π/4), che 
compare nell’equazione, è una quantità costante.

Le equazione goniometriche elementari sono equazioni
del tipo:
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q  Risolvere l’equazione:

 

Disegniamo la retta Y=√3/2. Le sue intersezioni con la 
circonferenza sono date dai punti B1 e B2 (entrambi 
ordinata pari a √3/2). 

Poiché il seno di un angolo 
rappresenta l’ordinata del 
punto della circonferenza 
goniometrica a cui è 
associato, allora gli angoli che 
hanno seno uguale a √3/2 
sono (π/3) e (π-π/3=2π/3).  



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica è:

Poiché il seno è una 
funzione periodica, il 
periodo va sempre 

indicato nella soluzione.

E le equazioni:
 senx=2 e senx=-3/2

che soluzione hanno?

Poiché -1≤senx≤1, allora l’equazione senx=a con a>1 o 
a<-1, non ammette soluzione (impossibile).



metodo alternativo

Disegnare il grafico 
della funzione seno e 
tracciare su di esso la 
retta y=√3/2. 

A B

π/3 2π/3

La retta interseca la funzione in due punti A e B. Le 
ascisse di questi due punti (π/3 e 2π/3) sono le soluzioni 
dell’equazione: 

y=√3/2



Risolvere l’equazione goniometrica:

 



Risolvere l’equazione goniometrica:

L’equazione è impossibile perché 
deve essere -1≤senx≤1 per qualsiasi 
valore di x.

Controlliamo questo risultato 
graficamente con la circonferenza 
goniometrica. Tracciamo la retta 
y=2. La retta disegnata non incontra 
mai la circonferenza goniometrica 
e questo mostra che non esistono 
angoli il cui seno è 2.

L’equazione è 
impossibile anche 
nei seguenti casi:



Risolvere l’equazione goniometrica:

 



Risolvere l’equazione goniometrica:

 

Notiamo che il seno non corrisponde ad angoli 
particolari, quindi la soluzione la esprimiamo mediante la 
funzione inversa arcoseno:



q  Risolvere l’equazione:

 

Disegniamo la retta X=-1/2. Le sue intersezioni con la 
circonferenza sono i punti B1 e B2 (entrambi ascissa pari a -
1/2). 

Poiché il coseno di un angolo 
rappresenta l’ascissa del 
punto della circonferenza 
goniometrica a cui è 
associato, allora gli angoli che 
hanno coseno uguale a -1/2 
sono (2π/3) e (-2π/3).  



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica è:

Poiché il coseno è una funzione 
periodica, il periodo va sempre 

indicato nella soluzione.

E le equazioni:
 cosx=2 e cosx=-3/2

che soluzione hanno?

Poiché -1≤cosx≤1, allora l’equazione cosx=b con b>1 o 
b<-1, non ammette soluzione (impossibile).



metodo alternativo

Disegnare il grafico 
della funzione coseno 
e tracciare su di esso 
la retta y=-1/2. A B

120
°

La retta interseca la funzione in due punti A e B. Le 
ascisse di questi due punti (120° e 240°) sono le 
soluzioni dell’equazione: 

240
°

y=-1/2





Risolvere la seguente 
equazione goniometrica:

Ponendo 5x=y, l’equazione diventa elementare:

Sostituendo i valori di y in 5x=y, troviamo la soluzione 
dell’equazione:



Risolvere le seguenti equazioni goniometriche:

Le equazioni sono impossibili perché deve essere -
1≤cosx≤1 per qualsiasi valore di x.



q  Risolvere l’equazione:

 

1. Tracciamo la retta tangente in 
E alla circonferenza e 
individuiamo il punto di 
ordinata √3/3. La retta OP, che 
interseca la retta tangente in E 
in √3/3, individua l’angolo π/6. 

Tenendo presente che la 
tangente di un angolo è 
l’ordinata del punto 
d’intersezione della retta 
tangente in E con la retta OP 
che individua l’angolo, allora:

E 
n

2. Prolungando OP otteniamo il punto Q, corrispondente 
a un secondo angolo 7π/6 con tangente √3/3, 
ottenuto aggiungendo a π/6 il periodo π.



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica è:

Poiché la tangente è una funzione 
periodica, il periodo va sempre 

indicato nella soluzione.

A differenza delle funzioni seno e coseno, la funzione 
tangente è determinata per qualunque valore reale di c.



metodo alternativo

Disegnare il grafico della 
funzione tangente e 
tracciare su di esso la 
retta y=√3/3. 

A

Nel periodo (0,π) della tangente, la retta interseca la 
funzione in un solo punto A. L’ascissa π/6 del punto 
rappresenta la soluzione dell’equazione:

y=√3/3

π/6





PARTICOLARI EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

1)  Risolvere l’equazione:

 

Le seguenti equazioni si risolvono come quelle elementari, 
ossia tenendo conto della definizione e della periodicità.

q  Soluzione:

 

Due angoli hanno 
lo stesso seno 
quando sono 
congruenti o 
supplementari, a 
meno di un numero 
intero di angoli giro.



q  Risolvere l’equazione: Poiché -senα’=sen(-α’) (angoli 
associati), l’equazione diventa:

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.

q  Risolvere l’equazione: Poiché cosα’=sen(π/2-α’) (seno 
e coseno sono uguali quando 
gli angoli sono complementari), 
l’equazione diventa:

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.



q  Risolvere l’equazione: Poiché -cosα’=-sen(π/2-α’), 
l’equazione diventa:

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.



2)  Risolvere l’equazione:

 

q  Soluzione:

 

q  Risolvere l’equazione: Poiché cos(π-α)=-cosα (angoli 
supplementari hanno coseni 
opposti), l’equazione diventa:

In questo modo ci siamo ricondotti al secondo caso.

Due angoli hanno lo 
stesso coseno quando 
sono congruenti 
oppure opposti, a 
meno di un numero 
intero di angoli giro.



3)  Risolvere l’equazione:

 

q  Soluzione:

 

Due angoli hanno la stessa 
tangente quando sono 
congruenti, a meno di un 
numero intero di angoli piatti.

q  Risolvere l’equazione: Poiché tg(-α)=-tgα (angoli 
associati), l’equazione diventa:

In questo modo ci siamo ricondotti al terzo caso.



ESERCIZI

Risolvere la seguente equazione:

Poniamo:

Svolgiamo i calcoli:



Risolvere la seguente equazione:

Poniamo:

Svolgiamo i calcoli:











EQUAZIONI RICONDUCIBILI A EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere la seguente equazione:

Ponendo cosx=y, l’equazione diventa:

Pertanto, la soluzione dell’equazione di partenza consiste 
nell’unione delle soluzioni delle seguenti equazioni 
goniometriche elementari:



Risolvere la seguente equazione:

1. Utilizzando la relazione fondamentale:

esprimiamo l’equazione in funzione soltanto di cosx:

2. Ponendo cosx=y, l’equazione diventa:

3. La soluzione è:



Risolvere la seguente equazione:

Utilizzando la definizione di cotangente ed effettuando i 
dovuti passaggi algebrici, l’equazione diventa:

Discussione dominio 
dell’equazione:

Si può eliminare il mcm, e ponendo tgx=y, l’equazione 
diventa:



La soluzione dell’equazione di partenza consiste 
nell’unione delle soluzioni delle seguenti equazioni 
goniometriche elementari:

Le soluzioni sono entrambe accettabili in quanto fanno 
parte del dominio delle soluzioni dell’equazione.



Risolvere la seguente equazione:

Utilizzando le formule di duplicazione:

esprimiamo l’equazione in funzione soltanto di cosx:

La soluzione è:



Risolvere la seguente equazione:

Utilizzando le formule di bisezione:

nell’equazione 
compare solo cosx:

Discussione dominio 
dell’equazione:

Si può eliminare il mcm, 
e ponendo cosx=y, 
l’equazione diventa:



Come al solito, la soluzione si riduce a quella delle 
equazioni goniometriche elementari:







EQUAZIONI LINEARI IN SENO E COSENO

Un’equazione goniometrica si dice lineare in senx e 
cosx quando assume la forma: 

d
efinizione

Metodi risolutivi
q  Metodo algebrico

Dividiamo entrambi i membri per cosx≠0 (con la 
condizione x≠π/2 +kπ):

Soluzione accettabile in quanto soddisfa la condizione.



In questo caso dobbiamo utilizzare le formule 
parametriche:

Poichè l’uguaglianza è falsa, la condizione è soddisfatta 
per cui x=π+2kπ non è soluzione dell’equazione.

Pertanto, prima di risolvere l’equazione, dobbiamo 
verificare se l’equazione soddisfa la condizione x≠π+2kπ.

Poniamo x=π nell’equazione:



Possiamo passare alla soluzione dell’equazione, 
sostituendo a senx e cosx le formule parametriche:

Ci siamo così ridotti a risolvere equazioni goniometriche 
elementari:



q  Metodo grafico

Usiamo la geometria analitica, trasformando l’equazione 
nel seguente sistema:

Graficamente corrisponde 
all’intersezione di una retta con 
una circonferenza di raggio 1.

Poniamo senx=Y e cosx=X:



Rappresentiamo 
graficamente la soluzione, 
disegnando la retta, la 
circonferenza e il loro 
punto d’intersezione (retta 
tangente).

Sostituendo a X=cosx e a Y=senx, il sistema diventa:



q  Metodo angolo aggiunto

Abbiamo così trasformato l’equazione lineare in una 
equazione elementare, la cui soluzione è:



Risolvere la seguente equazione goniometrica lineare:

esercizio

q  Metodo algebrico





q  Metodo grafico





q  Metodo angolo aggiunto

La soluzione dell’equazione è:



EQUAZIONI OMOGENEE DI 2° GRADO IN SENO E COSENO

Un’equazione goniometrica si dice omogenea di 2° 
grado in senx e cosx quando assume la forma: 

d
efinizione

q  1° caso: a=0 oppure c=0

Raccogliamo a fattor comune e risolviamo:



q  2° caso: a≠0 e c≠0

Dividiamo entrambi i membri per cos2x≠0 (con la 
condizione x≠π/2 +kπ) e risolviamo:

Ci siamo così ridotti a risolvere equazioni goniometriche 
elementari:



Un’equazione omogenea di 2° 
grado può essere risolta 
trasformandola in una equazione 
lineare tenendo presente le 
seguenti formule goniometriche:

q  Osservazione

Quindi, l’equazione assume la forma:



Risolviamola con uno dei metodi studiati (metodo 
algebrico):



q  equazione riconducibile a omogenea di 2° grado

Moltiplichiamo il secondo membro per sen2x+cos2x 
(operazione possibile perché sen2x+cos2x =1): 

Abbiamo così ottenuto un’equazione omogenea di 2° 
grado con c=0. Raccogliamo a fattor comune e 
risolviamo:



Risolvere la seguente equazione omogenea di 2° grado:

esercizio



Risolvere la seguente equazione omogenea biquadratica:

esercizio







Sistemi Equazioni
Goniometriche



SISTEMI EQUAZIONI GONIOMETRICHE

I sistemi di equazioni goniometriche vengono studiati e 
risolti con i metodi algebrici applicati ai sistemi di 
equazioni algebriche. 

Ponendo cosx=X e cosy=Y, il sistema diventa:

Risolviamo la prima equazione. Facendo i calcoli diventa:



Soluzione impossibile perché 
deve essere -1≤cosy≤1 per 
qualsiasi valore di y.

Consideriamo, pertanto, solo la soluzione Y=1, per cui la 
soluzione del sistema è:



Risolvere il seguente sistema di
equazioni goniometriche:

esercizio



Risolvere il seguente sistema di
equazioni goniometriche:

esercizio



Equazioni goniometriche
parametriche



INTRODUZIONE

Se in una equazione che dipende dal parametro k 
fissiamo un intervallo a cui devono appartenere le 
soluzioni, il numero di soluzioni varia al variare di k.

Utilizziamo il metodo grafico nei seguenti esempi di 
discussione di equazioni parametriche goniometriche, 
ossia della ricerca di tale numero di soluzioni.



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE 
PARAMETRICHE DI 1° GRADO

Discutere la seguente equazione
goniometrica parametrica di 1° grado:







Discutere la seguente equazione
goniometrica parametrica di 1° grado:



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE 
PARAMETRICHE DI 2° GRADO

Discutere la seguente equazione
goniometrica parametrica di 2° grado:







DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE 
PARAMETRICHE LINEARI

Discutere la seguente equazione
goniometrica parametrica lineare:
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DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Una disequazione di dice goniometrica se contiene
almeno una funzione goniometrica dell’incognita.
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2cosx–1<0 è una disequazione goniometrica perché 
contiene la funzione  cos x.
2xcos(π/4)–1>0 non è una disequazione goniometrica 
perché non contiene funzioni goniometriche 
dell’incognita x. L ’ espressione cos(π/4) è una 
quantità costante.

Le disequazione goniometriche elementari sono
disequazioni del tipo:

d
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q  Risolvere la disequazione:

 

Ø 1° Metodo

1. Disegnare il grafico della 
funzione seno nell’intervallo 
(0;2π) e tracciare su di esso 
la retta y=1/2. 

2. La retta interseca la 
funzione in due punti, le cui 
ascisse (π/6 e 5π/6) sono le 
soluzioni dell’equazione: 



Ø 2° Metodo

1. Tracciare la retta Y=1/2 
sulla circonferenza 
goniometrica e indicare 
con P e Q i punti aventi 
ordinata 1/2. 

2. Evidenziare gli angoli π/6 e 
5π/6 individuati da P e Q, 
che rappresentano le 
soluzioni dell’equazione 
associata senx=1/2. 



3. Poiché deve essere senx<1/2, 
coloriamo (rosso) gli archi i 
cui punti hanno ordinata 
y<1/2 (la parte di 
circonferenza “sotto” Y=1/2).

4. La soluzione 
nell’intervallo (0;2π) 
è formata da tutti 
gli angoli a cui 
corrisponde sulla 
circonferenza 
goniometrica un 
punto con ordinata 
minore di ½.



q  Risolvere la disequazione:

 

Ø 1° Metodo



Ø 2° Metodo



q  Risolvere la disequazione:
Ø 1° Metodo

Disegniamo il grafico della 
funzione y=tgx e la retta 
y=1 nell’intervallo (0;π), e 
determiniamo i punti che 
hanno ordinata >1. 

I due grafici si intersecano 
nel punto di ascissa π/4, 
soluzione dell’equazione 
tgx=1 nell’intervallo (0;π).



Poiché deve essere 
tgx>1, coloriamo 
(rosso) la parte di 
tangentoide che sta 
“sopra” la retta y=1. 
La soluzione è 
formata da quelle x 
corrispondenti alla 
parte colorata: 



Ø 2° Metodo

Disegniamo la circonferenza 
goniometrica e la retta 
tangente nel punto E(1;0). 
Su tale retta scegliamo il 
punto T(1;1) e tracciamo OT 
in modo da individuare gli 
angoli con tangente =1, 
cioè x=π/4 e x=5π/4.



Poiché deve essere tgx>1, 
gli angoli che soddisfano 
tale condizione sono quelli 
corrispondenti all’arco 
disegnato in rosso. Quindi 
la soluzione è:



Risolvere la seguente
disequazione goniometriche:

esercizio

Dall’esame del 
grafico si deduce 
che la disequazione 
è verificata quando:



Risolvere la seguente
disequazione goniometriche:

esercizio

Dall’esame del 
grafico si deduce 
che la disequazione 
è verificata quando:



DISEQUAZIONI RICONDUCIBILI A 
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

Ponendo senx=y, l’equazione associata diventa:

Essendo Δ>0, la disequazione è soddisfatta per valori 
esterni:



Rappresentiamo graficamente gli intervalli di soluzione 
della disequazione secondo i due metodi che abbiamo 
utilizzato negli esercizi guida precedenti:



Risolvere la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

Ponendo cosx=y, l’equazione associata diventa:

Essendo Δ>0, la disequazione è soddisfatta per valori 
interni:



Rappresentiamo graficamente gli intervalli di soluzione 
della disequazione secondo i due metodi che abbiamo 
utilizzato negli esercizi guida precedenti:



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE LINEARI

Risolvere la seguente disequazione lineare:

Si risolvono in modo analogo alle equazioni lineari.

q Metodo algebrico



q  Metodo angolo ausiliario



Risolvere la seguente disequazione lineare:

q  Metodo grafico



Risolvere la seguente disequazione lineare:

Allora avremo:

Risolviamo separatamente le due disequazioni.





Oppure:



Riuniamo in un unico grafico le soluzioni trovate e 
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

La disequazione di partenza:

è soddisfatta per:



Risolvere la seguente disequazione lineareesercizio

Allora avremo:

Risolviamo separatamente le due disequazioni.





Riuniamo in un unico grafico le soluzioni trovate e 
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

La disequazione di partenza:

è verificata per:



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE DI 2° GRADO 
OMOGENEE

Una disequazione goniometrica si dice omogenea di 
2° grado in senx e cosx quando assume la forma: 

d
efinizione

Si procede come per le equazioni omogenee, dopo aver 
imposto la condizione:



Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogena di 2° grado:

esercizio



Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogenea di 2° grado:

esercizio



Sistemi Disequazioni
Goniometriche



SISTEMI DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

Risolvere un sistema di disequazioni goniometriche 
significa determinare tutti quei valori dell’argomento x per 
i quali sono verificate contemporaneamente tutte le 
disequazioni che formano il sistema. Ossia scegliere gli 
intervalli del grafico dove si sovrappongono le linee 
continue delle soluzioni delle singole disequazioni.

esem
p
io

Si procede come per i sistemi di disequazioni algebriche.



Risolvere il seguente sistema di disequazioni
goniometriche:esercizio

1. Si risolvono singolarmente le disequazioni che formano 
il sistema.



2. Si riportano le soluzioni nel seguente schema:

3. I valori dell’argomento x per i quali sono verificate 
contemporaneamente tutte le disequazioni che 
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui 
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:



Risolvere il seguente
sistema di disequazioni
goniometriche:

esercizio

1. Si risolvono singolarmente le disequazioni che formano 
il sistema.



2. Si riportano le soluzioni nel seguente schema:

3. I valori dell’argomento x per i quali sono verificate 
contemporaneamente tutte le disequazioni che 
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui 
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:



Risolvere il seguente sistema di disequazioni
goniometriche:

esercizio

1. Risolvere le singole disequazioni che formano il sistema.



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

3. La soluzione del sistema (valori delle x che soddisfano 
contemporaneamente tutte le disequazioni del 
sistema) è data dagli intervalli in cui si sovrappongono 
le linee continue delle soluzioni:



Disequazioni 
Goniometriche Fratte



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE FRATTE

Risolvere una disequazione goniometrica fratta significa 
determinare tutti quei valori dell’argomento x per i quali 
l’intera frazione soddisfi il segno di disuguaglianza. Ossia 
scegliere gli intervalli del grafico dove è verificato il segno 
della frazione.

Si procede come per le disequazioni algebriche 
fratte.



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

esercizio

soluzione



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

esercizio

C.E.



soluzione



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

esercizio

1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero 
e risolvere le relative disequazioni intere:



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

3. La soluzione della disequazione fratta è data da quelle 
x che rendono la frazione negativa. Ossia va cercata 
negli intervalli in cui il segno è negativo:



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica
fratta:

esercizio

Ricordando la formula di duplicazione cos2x=2cos2x-1, 
facendo il mcm e portando tutto al 1° membro, la 
disequazione si può scrivere come:



1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero 
e risolvere le relative disequazioni intere:



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

3. La soluzione è data da 
quelle x che rendono la 
frazione positiva. Ossia va 
cercata negli intervalli in 
cui il segno è positivo:

so
luzio

ne


